Mécanique classique | Chapitre 4 | TD (M4)

Exercice n°1 e Travail d’'une force de frottement fluide cours

Un point matériel est animé d’un mouvement sinusoidal unidimensionnel d’ampli-
tude x( et de pulsation w. Il subit I'action d’une force de frottement fluide =

—a . Déterminer le travail de 7 au cours d’une période.

Exercice n°2 e Forces conservatives et non-conservatives cours

On s’intéresse dans cet exercice a différents champs de force réalisés dans un plan.
Les forces sont caractérisées par leurs composantes cartésiennes donnant la force en
un point (x, y) du plan (avec Fy et k des constantes).

?0 = Iy (737 + 7y) ?1 =k :1:733
Fo—kytly Fa= k(2 +y7,)

1) Pour chague champ de force étudié on établira un schéma représentant quali-
tativement le vecteur F' en fonction de la position du type de celui représenté ci-
dessous pour le champ de force F'y.

5 T T T T
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2) Montrer que ?1 dérive d’une énergie potentielle £, ;(z) dont on donnera I'ex-
pression vérifiant £, 1(0) = 0.

3) Le travail de ?1 entre deux point M et M5 dépend-il du chemin emprunter ? Le
calculer.
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4) La force ?2 est-elle conservative ? Pour le démontrer, exhiber une courbe fermée
simple sur laquelle le travail de F'5 n’est pas nulle.

5) Montrer que ?3 est conservative et déterminer I'énergie potentielle £, 3(x, )
dont dérive la force.

6) Exprimer &, 3(r, ) en coordonnées polaires. Que retrouve-t-on ?

Exercice n°3 e Amortisseur cours

On consideére un ressort sans masse (k, £y) sur un planincliné d’'un angle « avec I’hori-
zontale. Le ressort est fixé a I'une de ses extrémité et est libre a I'autre extrémité. Une
masse m ponctuelle est lancée d’une distance L > ¢, de 'origine avec une vitesse
nulle. Elle se déplace sans frottement et on note () sa position au cours du temps.

1) Rappeler I'expression de I'énergie potentielle de pesanteur &, ,, et de I'énergie po-
tentielle élastique &, ¢;. En déduire 'expression de I'énergie potentielle totale £,(x)
de la masse. On distingueralescasoux > fyet0 < x < {y.

2) Déterminer la position d’équilibre z,.

3) Tracer l'allure de £,(x). On distinguera 3 cas :

o cas[1] ou &,(0) > Ey(L) ;

o cas[2]ou &,(0) < Ey(L) etaey > 0;

o cas[3]ou&y(0) < Ep(L) etaeg <0;

4) Décrire qualitativement l'allure de la trajectoire dans les trois cas précédents et
préciser graphiquement ou se trouve la position d’équilibre.

Dans la suite, on se place dans le cas n°1.

Correction ? P http://nicolas-perrissin.fr


http://nicolas-perrissin.fr

5) Déterminer I'équation permettant de déterminer v,,,., la vitesse maximale de la
masse au cours du mouvement. On ne cherchera pas a résoudre cette équation.

6) Déterminer I'équation permettant de déterminer 4,,,;,, la longueur minimale du
ressort au cours du mouvement. On ne cherchera pas a résoudre cette équation.

) R OA(

Exercice n°4 e Freinage

Une voiture de masse m qui roule dans la direction 7:,3 subit, tant qu’elle est en mou-
vement, une force de frottement solide donnée par : = —umg U, avec [ une
constante qui dépend de I'état de la route et des pneus.

Données :

o m=1,2tonne;

0 g=09,81ms2;

o p = 0,4 sur route seche et yx = 0, 3 sur route humide.

1) Déterminer la puissance que doit fournir le moteur a la voiture afin de maintenir
une vitesse constante vy = 130 km-h~! sur route séche.

2) On coupe le moteur. Déterminer la distance d’arrét d.

3) A quelle vitesse vy aurait-il fallu rouler pour avoir la méme distance d’arrét sur
route humide ?

) RGN

Exercice n°5 e Opérateur gradient

On souhaite décrire I'écoulement d’un fluide visqueux (le miel par exemple) autour
d’un cylindre de rayon R. Loin de la perturbation causée par le cylindre, la vitesse du
fluide vaut : o = V0 796.
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On se place dans un repeére polaire d’origine le centre du cylindre. Les équations de
mécanique de fluide donnent les résultats suivants :

2

— R
o =grad(¢) avec: ¢ =y <r + ) cos(6)
r
On donne l'expression du gradient en coordonnées polaires :

— of 1 0f
do =g 1%
gra (f) or r‘i'rae 0
1) Déterminer I'expression de ¥ dans la base polaire.

2) En déduire I'expression de o dans la base cartésienne lorsque 7 > R. Est-ce
cohérent ?

3) Déterminer I'expression de o lorsque r = R. Justifier ce résultat.

)@ QA

Exercice n°6 e Ressort vertical

-

On considére une masse m accrochée a l'extrémité d’un
ressort sans masse, de constante de raideur k et de longueur
avide . Lautre extrémité du ressort est fixe.

1) Déterminer I'énergie potentielle de la masse.

2) En déduire la position d’équilibre de la masse z.q.

On lache le ressort en z; = z¢q + 2o (avec zg > 0) et avec
une vitesse nulle.

3) A l'aide d’un théoréme énergétique, déterminer 'équa-
tion différentielle vérifiée par z(t), I'altitude du ressort. La
résoudre.

Exercice n°7 e Saut a I'élastique en toute sécurité

Un homme, de masse m = 70 kg saute a I'élastique d’un pont haut de 180 m sur-
plombant les gorges du Verdon. Un élastique exerce la méme force de rappel qu’un
ressort. Pour un matériau donné et une longueur a vide £y, la constante de raideur k
de I'élastique vaut :

k
k=2 avec: ko = 2 kN
o
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On néglige les frottements de lair. Pour un saut en toute sécurité, il faut que la per-
sonne qui saut ne s'approche pas a moins de 20 m du sol.

En appliquant unthéoreme énergétique judicieusement choisi, déterminer lalongueur
a vide maximale ¢,,, de I'élastique a vide pour un saut en toute sécurité.

On pourra poser :

mg
A=1+-2
1

Wk TY

Exercice n°8 e Puits de potentiel

On étudie, dans un vide poussé, le mouvement unidimensionnel selon un axe (Ox)
d’un atome de lithium (Li), modélisé par un point matériel de masse m. Un faisceau
laser focalisé au point O (origine du repére) exerce sur I'atome une force conservative
qui dérive ce I'énergie potentielle suivante :

xr

Uy
gp(l’) = —m avec: ¢ = %

Ou Uy et z des constantes positives. La fonction &£,(z) est représentée ci-dessous.

gpm y

>

Y

_UO

Données :

o Masse d’un atome de lithium : m = 1,17 - 10726 kg

o Longueur caractéristique du puits: 2z = 3,0-107% m

o La profondeur U est donnée en unité de température : Uy = kgly avec: kg =
1,38 - 10723 J.K~! la constante de Boltzmann et T = 200 1K
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Pour les questions 1 a 3, I'axe (Ox) est horizontal. On admet pour I'instant que le
poids de I'atome est compensé par une autre dispositif, qui sera étudier a partir de la
question 4.

On considére I'atome initialement immobile en x = 0 au fond du puits de potentiel.
On lui communique a I'instant ¢ = 0 une vitesse vg positive selon 795-

1) A quelle condition portant sur vy 'atome demeure-t-il dans un état lié ?

2) S’il est mis dans un état de diffusion, déterminer I'expression de sa vitesse limite,
notée v, quand x tend vers l'infini.

3) On suppose que vg < 2Up/m. Montrer, a l'aide d’un développement limité de &,
pour € < 1, que le mouvement de 'atome est harmonique. On donnera I'expression
de sa pulsation,notée w, dont on calculera la valeur.

Pour la fin de I'exercice, I'axe (Ox) est vertical ascendant et on tient compte du poids.

On ne suppose plus ici que ¢ < 1.

4) Déterminer une nouvelle expression de I'énergie potentielle totale du systéme,
Uo

myrr

5) Justifier brievement, en tragant son allure, que S;(x) peut présenter de nouveau

un minimum local si « est supérieur a une valeur critique «, dont on ne cherchera

pas a donner la valeur. Tracer l'allure de 6'];(95) pour o > .

notée é’l’)(:r). On introduira le parameétre sans dimension o =

6) On donne a. = 1, 54. Calculer la valeur de Uy correspondante (en unité de tem-
pérature), les autres parametres étant inchangés et commenter.

7) Expliquer, sans mener les calculs, comment on calculerait la profondeur du piege
ainsi constitué ainsi que sa position d’équilibre.

8 ¢ ¢

Exercice n°9 e Tube en rotation

On considéere un tube cylindrique de section S et de longueur 2a. Un piston, d’épais-
seur négligeable, de masse m et pouvant coulisser le long du cylindre sépare deux
compartiments, chacun contenant n moles de gaz parfait maintenu a la température
Ty constante. Le tube est mis en rotation a une vitesse angulaire w.
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On se place dans le repéere tournant lié au cylindre. Dans ce référentiel, la position
du piston est repérée par I'unique variable r € [—a;a] et sa vitesse vaut 7. On ad-
met que |'énergie potentielle du systeme {gaz du compartiment de gauche + gaz du
compartiment de droite + piston de masse m } vaut :

1
E,(r) = —nRTOIn<1 + f) —nRToln<1 - f) S mw?r?
a a 2
gpl 8;72 gp3
ou R est la constante des gaz parfaits.
Donnée : développement limité lorsque ¢ < 1:
2 3 4
€ € €
In(l4+¢&)~e— —+—— —+...
(1+¢) st3- 7t

1) Déterminer I'expression des trois forces ?1, ?2 et ?3 dérivant respectivement
des énergies potentielles &£,1, £p2 et Ep3.
2) Montrer que g = 0 est toujours une position d’équilibre du piston. On introduit

la vitesse angulaire critique :
27”LRTO
We = 3
ma

3) Montrer que si w > w, il existe deux positions d’équilibre, notées r et r_, dont
on déterminera I'expression.

4) Déterminer par le calcul la stabilité de la position d’équilibre en rg.

On donne ci-dessus la forme de I'énergie potentielle pour w > w. et w < w.
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5) Identifier quelle courbe correspond a quel cas. Déterminer graphique la stabilité
des positions d’équilibre r et r_.
On se place dans le cas oU w < w.. On suppose que r K a.
6) Faire un développement limité a l'ordre 2 en r/a de I'énergie potentielle et montrer
que:

Ep(r) = —m (w2 — w?) r?

7) Déterminer I'équation différentielle vérifier par r au voisinage de ry. Montrer qu’il
s’agit d’'un comportement d’oscillateur harmonique et identifier la pulsation propre
wq des oscillations.

8 ¢ ¢

Exercice n°10 e Looping
Une voiture de manege de masse m = 24 kg est assimilée a un point matériel. Cette
voiture est posée sur deux rails paralléles et glisse sans frottement le long de la tra-

jectoire représentée ci-dessous, constituée d’une rampe et d’un looping de rayon
a=4,7m.
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La voiture est abandonnée sans vitesse au point A d’altitude 2 > a. On suppose pour
les deux premiéres questions que la hauteur h est suffisamment grande pour que la
voiture reste constamment en contact avec les rails.

1) Exprimer la vitesse vp en B de la voiture en fonction de g et h. Expliquer pourquoi
le résultat ne dépend pas de la forme de la rampe.

2) A l'aide d’un théoréme énergétique, établir un lien entre 92, 0 et les constantes du
probléme.

3) Exprimer N, la norme de la réaction normale exercée par les rails sur la voiture en
M, en fonction de 0 et des constantes du probleme.

4) Pour quel point M du cercle la norme de N) est-elle minimale ?

5) Donner I'expression littérale puis calculer la hauteur A minimale pour laquelle la
voiture ne décolle pas des rails.

Exercice n°11 e Energie potentielle linéaire

On considére un point matériel de masse m en mouvement unidimensionnel le long
d’un axe (Ox) , soumis a une force F' = —Fy Uysiz>0et F = Fy dpsiz <0,
avec Fj une constante positive. On néglige le poids.

1) Montrer que la force est conservative et déterminer I'expression de I'énergie po-
tentielle £, associée. Tracer £,(x).

Remarque : on admet que la fonction &,(x) est définie et continue en z = 0.
2) Existe-t-il des états de diffusion ?

AVinstant initial, la masse se trouve en z = 0, animé du vecteur vitesse 70 =1 ﬁr,
avec vg est constante positive.

3) Déterminer I'amplitude x,,,,; de son mouvement ultérieur en fonction des con-
stantes du probleme.

On cherche a déterminer la période du mouvement.

4) Exprimer I'expression de sa vitesse & en fonction de vg, x et 44, lorsque la masse
se trouve en x tel que 0 < < Tynae €t que la vitesse = > 0.

5) Isoler dt puis I'intégrer pour obtenir la période T" des oscillations.

Eléments de correction
1
(1 IRt <?) = —mazdw. @ 1)cf. correction. 2) &, (x) = _ika' 3)

War, a1, (?1) - é/@ (23 — 22). 4) 55 Fy-dOM #0.5) &, 5(z,y) =
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9 1) gp(if)

fo 2) Leqg = Eo —

1
= mgz sin(a) + §l<: (z — £)? si

mg sin(«)

1 1
§k' (1'2 + yz) 6) gp,3 = 5[@7"2

< Uy et Ep(x) = mgx sin(a) siz > . 3) et 4) cf.

1 1
correction. 5) mgL sin(«a) = 3m V20w + G Teg Sin(a) + §k (Zeq — Lo)>. 6)

1
mgL sin(a) = g lpin sin(a) + 5/{: (brnin, — 50)2 O 1)P, = pumgug = 170 kW.

2
V2ugd =113km-h~t. @ 1) 7 =

2)d= —~ =166 m. 3)v; =
2ug
2) ¥ ~ g cos(f) U, —

—2v sin(0) y. Déplacement tangent au cylindre.

<1 — RQ) cos(f) U, — vy <1 + if) sin(0) .
v sin(#) Wy = vy Uy. 3)7
O 1)&,(z) = —mgz+ ik (2= 0). 2) 2eg = Lo + %. 3) 5+ w2a(t) = wlzeq et
2() = 20 cos(wot) + zeg: @ bn=h (A= VI =1) =TL4m. @ 1)

2U, 2U, 2U,
UO<F.z)vm=v0 1200 3y = 290 31075 rads . a)
m

muvg, m:cR

« QacMmygrR
gp(l') = mMygrpr <<€ — 1—}—52>' 6) TC = CT
Position d’équilibre : © = .. Profondeur du puits : Uy = &, (Zmaz)

— Ep(Tmin)-
o 1)? nRTOUT,?Q——Z]inﬁ etﬁg—mw r . 2) E)(ro) = 0. 3)

ry==2ay/1 - (w ) 4) Stable si w < w, et instable si w > w.. 5) Gauche :
w

w < weetdroite: w > we. 7) i +wir=0avec: wp = /w2 — w2 @ 1)vp=
1 ,.: 2
V2gh. 2) gh = §a292—|—ga(1—|—sin( ))-3) N =mg (h —2—3sin(d )> 4)0 =

muvg
2F)

=3,8-107% uk < Ty. 7)

g. 5)h > %a =11,75m. @ 1)&y(z) = Fylx|. 2) Non. 3) Zpax = 4)

d 4
= l— —— 5)dt=——2  donc:T = 20
Tmax 1 — z Fo

Vo

xmaac
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